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Prof. Dr. F. Natterer SS 1992
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 1 , Abgabe: 11.05.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

Aufgabe 1: (4 Punkte)

Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Der Lanczos - Algorithmus fiir A lasse smh bis
zum Index ¢ durchfithren und breche dann mit d; = 0 ab. Sei

V#0 EW v EW A v (3

) Q
NBv=du ) SBvs Shv =0 ! .ﬂl
NE‘*:'E\’ - ,))\ S \£ \ k A7 e- ‘l/l) N {quﬂ-' ﬂl V ﬂ 1
SVHa Wy Ra Do -1
2w ey S e bir

Zeigen Sie: Alle Eigenwerte von T; sind auch Eigenwerte von A

Aufgabe 2: (2 Punkte)

Sei - Er oavelie L NN
g ﬂl eas Lo / QF(j\() \‘p
T= b ) Fo (A)= 4
ﬂn - ]- ?d( )\) = >\ . &\4
Bn-1 an En (,\) = dp P (A Gh { 'ﬁn-'al‘- ™
eine reelle symmetrische Tridiagonalmatrix mit 3; £ 0, : = 1,. -1 STOER

Zeigen Sie, daBl T' n verschiedene Eigenwerte hat.

Aufgabe 3: (3 Punkte)

Sei T eine symmetrische Tridiagonalmatrix mit 8; > 0 und Eigenwerten Ay, ..

R=S'R S

?({3 'CX'} <Rmr\ (Qmm
Sk e

SR="RS =

i

Y SRS \('g C})F(\ »N%

~ Role - Fornrea ( 5\( " CLP-(\

o «3; i‘w

@O_‘){uf{h =) M\S J)uHSJ

vy An. Sei

, und es gilt

ETp(A) = AEp(A), p1(A) = 1. Fiir zwei Polynome p, ¢ sei das innere Produkt definiert
durch - . Ow)aO)
PAAg )G Ak
(rd)=), 5 A m -
lg lle(Ae)il?
Zeigen Sie: () ist ein Polynom vom Grade k — 1 in A
1, k=2,
PhkyPe) =
e )= {0 iz
) fa (2
. Ba - \ Pl )
%‘ : gr\v-l - E 4

@n—\

0y =) vemShe() (A
k(A P, (A

ta—rv';) J vy WO

§"7 L e C——“K .
E I (R ©

), et derm

Na =) Lele N, SPeR

3
oy

Rermtudehion

o A
=y ‘*\#}’*f‘\ \

3






Aufgabe 4: (4 Punkte)
Sei T' die Tridiagonalmatrix

mit 8 > 0.
Berechnen Sie die Eigenwerte von T, und zeigen Sie, dal T' durch seine beiden kleinsten

Eigenwerte eindeutig bestimmt ist.

t

\ ‘( . '
BV d VI (2 v






Prof. Dr. F. Natterer SS 1992
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 2 , Abgabe: 18.05.1989 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

Aufgabe 5: (3 Punkte)
Sei Lu = pou™ + pyu®V + ...+ p,u, p; € C" 7 in [a,b] und reell. Sei

Lu= M , Ru=0

ein selbstadjungiertes Eigenwertproblem. Zeigen Sie: Dann ist n gerade, und L hat die
Form .

mit 2m = n.

Aufgabe 6: (3 Punkte)
Sei Lu = —(gou') + q1u mit ¢; € C*77 in [a,b], und sei

= (0 TR

Zeigen Sie: Das Problem Lu = Au, Ru = 0 ist genau dann selbstadjungiert, wenn
qo, q1,, 3,7, 6 reell und

> +42>0 , ¥4+ 8 >0
ist.
Aufgabe 7: (4 Punkte)
Fiir ¢ € C° und reell in [a,b], @ komplex, betrachtet man das Eigenwertproblem

tu 4+ qu = du
u(a) — au(b) = 0

(a) Man zeige, dafl das Problem genau dann selbstadjungiert ist, wenn |a| = 1.
(b) Man zeige, daBl das Problem fiir || = 1 unendlich viele Eigenwerte besitzt.

(c) Sei J?q(z)dz = 0. Zeigen Sie, daB dann « und b—a durch die Eigenwerte eindeutig
bestimmt sind.






Aufgabe 8: (4 Punkte)

Die Differentialgleichung

402 -1
42

hat die beiden linear unabhingigen Losungen

VzJ,(VAz), aY,(VAz)

mit den Bessel-Funktionen J,, Y, der 1. bzw. 2. Art.

-y + y = Ay

(a) Berechnen Sie die ersten 5 Eigenwerte der Differentialgleichung mit den Randbe-
dingungen y(a) = y(b) = 0 fiir a = 1, b = 4, v = 0. Benutzen Sie entweder einen
Computer oder die Tabelle 9.7 in Abramowitz-Stegun, Handbook of Mathema-
tical Functions.

(b) Lésen Sie das gleiche Problem ndherungsweise unter Benutzung der asymptoti-
schen Formeln aus Teil 11, §2 der Vorlesung und vergleichen Sie die Resultate.






Prof. Dr. F. Natterer ' SS 1992
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 2 , Abgabe: 18.05.1989 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

Aufgabe 5: (3 Punkte)
Sei Lu = poul™ + pyu*1 + ... + p,u, p; € C"7 in [a,b] und reell. Sei

Lu=Au Ru=0

ein selbstadjungiertes Eigenwertproblem. Zeigen Sie: Dann ist n gerade, und L hat die
Form

Lu = (qou™)™ + (qui™ D)V . 4 gy

mit 2m = n.

Aufgabe 6: (3 Punkte) o
Sei Lu = —(gov') + q1u mit ¢; € C'77 in [a,b], und sei

me= () e )

Zeigen Sie: Das Problem Lu = Mu, Ru = 0 ist genau dann selbstadjungiert, wenn
go,q1, %, 3,7, 06 reell und

> +p4%>0 , Y 4+6>0
ist.
Aufgabe 7: (4 Punkte)

Fiir ¢ € C° und reell in [a,}], a komplex, betrachtet man das Eigenwertproblem

tu' + qu = Au Ve
u(a) — au(d) = 0
(a) Man zeige, daB das Problem genau dann selbstadjungiert ist, wenn |a| = 1.

(b) Man zeige, daB das Problem fiir |a| = 1 unendlich viele Eigenwerte besitzt.(&d'“r- 6)

(c) Sei f° q(z)dz = 0. Zeigen Sie, daB dann « und b—a durch die Eigenwerte eindeutig

bestimmt sind.






Aufgabe 8: (4 Punkte)

Die Differentialgleichung

4% —1
4z?

hat die beiden linear unabhéngigen Losungen

Val(Vaz), Y. (VAs)

mit den Bessel-Funktionen J,, Y, der 1. bzw. 2. Art.

-y + y =Xy

(a) Berechnen Sie die ersten 5 Eigenwerte der Differentialgleichung mit den Randbe-
dingungen y(a) = y(b) = 0 fiir a = 1, b = 4, v = 0. Benutzen Sie entweder einen
Computer oder die Tabelle 9.7 in Abramowitz-Stegun, Handbook of Mathema-
tical Functions.

(b) Losen Sie das gleiche Problem n#herungsweise unter Benutzung der asymptoti-
schen Formeln aus Teil 11, §2 der Vorlesung und vergleichen Sie die Resultate.

Y L >
[ q(x)dx = )"aﬂii_le.&x _

,1 . x>
- 4
L‘}L)L{—-—/? ( ;(-—; KJX
“
- =4 0%+ 4 al
— L=,

- _ 4 wEEa T
G

,/1(1 A >
- ,4):_,,___,_/1 ¢+ _ _3
L 4 o - -






Prof. Dr. F. Natterer ' SS 1992
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 3 , Abgabe: 25.05.1989 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

~ Aufgabe 8! (6 Punkte) y |
Sei Tu = —u" + gqu und Tou = —u" + gou, und sei K Lésung der gemischten Aufgabe

Kee —Kyy  + (q(z)—qy))K = 0 , a<y<z<b
K, - aK =0, a=y<z<b

K=a—-a + 3[(qg— q)(t)dt , a<z=y<b.
0

Zeigen Sie: Fiir alle ¢ € C?[a,b] mit ¢'(a) — ap(a) = 0 gilt dann

Tolp=ITe , (LpY(a)-eo(lp)(e)=0. ZE5%
QI“WYV)VMM((’» },( k) AN ‘Q ,//\ \ AP Ao qo

{ {7 ;,(-s(\l A
Aufgabe 10: (4 Punkte) ‘ P o A 4 ) \ l\f
Fiir f € C[0,00) sei ‘ /va]x) \{’(‘A/J[} Yy ) i)
DoV T T o f
' g\&k% u. Pecdmankd (Lf)(=) = 0 \/‘_—
Zeigen Sie: Moy als Dovie Kotn sk L“sz Favm

(a) L ist in C[0,00) ein linearer beschrinkter Operator mit ||L|| = 7 /2.

~ doanale
(b) YZeigen Sie, dafl L invertierbar ist, und zwar gilt fiir Lf = g Q{)QS

b‘j\(\ﬁ \&

f) = Wdy ) . ,

Hinweis: Fiir 0 < s < y gilt
Yy

/ zdx _m
J VyE — 22/z? — 82 9

(c) Zeigen Sie, da$# L= in C[0, 00) nicht beschrinkt ist.

)&= b)

o e






Prof. Dr. F. Natterer SS 1992
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 4 , Abgabe: 01.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

Aufgabe 11: (4 Punkte)
Sei ¢ € C'[a,b] und ¢ die Lésung von

' ap=de, plaN) =0, P@N=1. ooy

Zeigen Sie: Fiir A — oo gilt

p(2,3) = —\}; VA(z —a)+ o [ aw)dy cos VA(z —a) + OO

Aufgabe 12: (4+4+4 Punkte)

Sei T, die reelle symmetrische Tridiagonalmatrix - , ‘
I R 2R =8 YUV ¥

a1 B W A A
Br az B el R
T, = . ) Bi >0 - =
' ,Bn—l HLNTNE &
,Bn—l Qpn
und A7,..., A" ihre Eigenwerte.

(a) Zeigen Sie: AT < AP™P <A < AP < AP <L < AT < AT AR,

Hinweis: Benutzen Sie die Maximum-Minimum-Darstellung

M= Max Min (D25:2)
vV z1v (272
dim(V)=k—-1 =z#0
‘(b) Sei p, das charakteristische Polynom von T, also

pa(%) = [T~ 30).

=1

Zeigen Sie: Mit p_; =0, po =1 gilt
Pn = (A - an)pn—l - ﬂ,%_lpn_z, n=1,2,....

(c) Seien fiir ein n > 2 die Eigenwerte von T, und 7T,,_; gegeben.

Zeigen Sie, dafl dadurch 7, ‘eindeutig bestimmt ist. e At ©)
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Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 5 , Abgabe: 15.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

A ufgabe 13: (4 Punkte)
Sei f € C}(IR') N Ly(IR"), und sei

1 f(y)
H == ¢ =
(N =+ § g,
die Hilbert-Transformation von f. Hierbei ist

f f(z)de = lm f(z)dz

€ — +0 lz}>e
der Cauchy’sche Hauptwert. Zeigen Sie: Fiir £ # 0 ist
(Hf)(€) = ~isgn(€)f(¢) -

Hinweis:

z

[ ) gy rogn(), 0.
00

Aufgabe 14: (2 Punkte)
Sei f € S(IR") und A eine invertierbare reelle (n,n)-Matrix, b € IR". Sei

g(z) = f(Az +b).
Zeigen Sie:

ibA—T¢

96 = T AT

Aufgabe 15: (4 Punkte)
Sei ¢ die Funktion aus der Gelfand-Levitan-Methode fiir ¢ = 0, und sei

M= (k417 (bfa)z '

Zeigen Sie: Im Sinne von L, gilt

io: ‘P(z,’\k)‘f’(yi’\k) _ 1 { (z - a’)(b -y) , <y
k=0 jb'goz(:c,Ak)dz b—al| (b—=)(y—a) , =2y

Hinweis: Zeigen Sie, dafl beide Seiten mit der Green’schen Funktion des Randwertpro-
blems

—u=f, u(a)=1u(b)=0

iibereinstimmen.






Prof. Dr. F. Natterer SS 1992
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 6 , Abgabe: 22.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

Aufgabe 16: (3 Punkte)
Sei R die Radon-Transformation und f € S(IR"). Zeigen Sie: Fir m = 0,1, ... ist

+o0o

/ s"Rf(0©,s)ds = pm(O)
mit einem Polynom p, in ©® = (0,...,0,)T vom Grade m.

Aufgabe 17: (5 Punkte)
Sei f € S(IR™) und k(z) = |S™?||z|~". Zeigen Sie:

R'Rf =kxf

Aufgabe 18: (5 Punkte)
Sei fiir 4 € IR und f € S(IR?)

(LANO,0) = [ = f(a)do
‘ z-O=3s
mit © = (cos ¢, sin )T, O = (—sin ¢, cosp), und sei
(Th9)z) = / 9" g(0,z - 0)dO .
st
Zeigen Sie:
T,,(f*g) = Tuf*T,,g
T*T.f = kxf, kiz)= o cosh(plz])






Prof. Dr. F. Natterer SS 1992
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 6 , Abgabe: 22.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

Aufgabe 16: (3 Punkte)
Sei R die Radon-Transformation und f € S(IR"). Zeigen Sie: Fiir m = 0,1,... ist

+0o0

| s"Rf(O,5)ds = pn(©)

—00

T

mit einem Polynom p,, in © = (@y,... ,(")n) vom Grade m.

Aufgabe 17: (5 Punkte)
Sei f € S(IR") und k(z) = |S™?||z|™!. Zeigen Sie:

R'Rf =kxf

Aufgabe 18: (5 Punkte)
Sei fiir p € IR und f € S(IR?)

TANO0) = [ o fe)z = [0 k7N  plony) dy

-O=3

]
£

@—-
4
mit © = (cos ¢,sinp)T, O = (—sin g, cos¢), und sei (Q ry tine .,L‘d\d‘,f
ot

(Thg)(z) = / e""elg(@,m - 0)dO .
Sl

Zeigen Sie:

T.(f+xg) = Tuf*Tug

T*T.f = kef, k()=2200])

|z]

Sin

<uem .e). ) (—ging e P )






Prof. Dr. F. Natterer
Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 7 , Abgabe: 29.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

SS 1992

Aufgabe 19: (2 Punkte)
Berechnen Sie fiir g € C ‘
J°%9= Lm J%
a—0
a>0

und zeigen Sie, dafl Satz 4.1 auch fir a =1 gilt.

Aufgabe 20: (2 Punkte)

Sei f € S(IR"), a = (a1,...,a,) mit a; > 0 und ganz, |a| = a3 + ... a,. Zeigen Sie:

(RD“f)(8,s) = 6°D°(Rf)(8,s), €S, sclIR,

wobei D!2l auf der zweiten Variablen von Rf operiert.

Aufgabe 21: (6 Punkte)
Sei f € S(IR?) und '

o0 = 3 flr)et, 6= ( ‘P) :

e sin

Zeigen Sie: Dann ist

BAG,5) = S ax(s)e™

k=—o00

ae) = 2 [T - S A

mit dem Tschebyscheff-Polynom T}, 1. Art der Ordnung k.
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Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

Ubungsblatt 8 , Abgabe: 06.07.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1

Aufgabe 22: (646 Punkte)
Sei ¢ € CY(IR®) und der Triger von g sei in |z| < 1 enthalten. Fiir |z| > 1 sei

elki:c—-z]

U, + v,

- 4rlz — 2|

Lésung von

Au, + k*(1 - qu, =—96, in IR?,
und v, erfiille die Ausstrahlungsbedingung.

(a) Zeigen Sie: Fiir die Lésung gilt fiir [z| — oo
e'klal (z z ) ( 1 )
v,(z) = Al—y—k|+0|— ),
@ = Gl 4\ o oF

A, w,k) = k? / ] +v:(v) | a(y)dy
) 3 l [<1 47r|y . el z
Y

(b) Losen Sie das inverse Problem: Gegeben v.(z) fiir alle z mit |z| > 1, alle z mit
|z| > 1 und ein k > 0, gesucht g, in der Born’schen Néherung.
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Ubungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME

{’bungsblatt 9 , Abgabe: 13.07.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 Hdtode oom
7 (ale Ron 7

Aufgabe 23: (646 Punkte)
Sei ) = {z € IR" : |z| < 1}, und sei ¢ € Cj(Q?) Losung des inversen Problems

div((1+¢)Vu)=0 in © , =35 auf 0Q.

Fiir jedes j € C*(0Q) ist  Agj = ulsg bekannt .

(a) Zeigen Sie: Fiir alle j und alle harmonischen v gilt

/un-Vvd:cz/ (vj—%/\,,j) do

Q N

(b) Setzen Sie fiir { € IR" 2 = —;‘(E +t€4) mit &8 L ¢ und €] = |¢],

je(z) = —iz-v(z)e™™* |, z €N
ve(e) = e7° , we(z) = e +we(z) in Q "
s | ( S
und zeigen Sie, dafl 3@3 ¥ 'f—"" ;
WY ﬁ‘)
2 Ov
A — -nf2 < . Y% .
an
= [ aVucVuds -
0

\X\Y\O‘(b\l&vb {.5 L gV

poth (089 by

-
o

v
¢

g))\h " \?‘ )






