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Prof. Dr. F. N at terer ss 1992 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 1 , Abgabe: 11.05.1992, 15.00 Uhr, in Kasten 1 

Aufgabe 1: (4 Punkte) 
Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Der Lanczos - Algorithmus für A lasse sich bis 
zum Index i durchführen und breche dann mit di = 0 ab. Sei 

Aufgabe 2: (2 Punkte) 
Sei 

T= 

SV"\ 'ff' 

s ß~;- ~~ .s :::~) 

Fo ( Ä) ;: _., 
ßn - 1 p

11 
( \. ) ::.- ;>. • d-\ 'I 

ß 
1 /' 1 ,\ 

n-1 an ( ) 1 l' 1 \ l (j (9 1 ·'·) pr; (1 '; Vf\(l\·I ·r '"IJl'l•l O··i · 

eine reelle symmetrische Tridiagonalmatrix mit ßi =f. 0, i = 1, ... , n - 1. ~~\ ST()E R 
<Jbtoj f-e_ n ~) o_'IC\ \. JJ11\11 J , Zeigen Sie, daß T n verschiedene Eigenwerte hat. 

Aufgabe 3: (3 Punkte) 
Sei Teine symmetrische Tridiagonalmatrix mit ßi > 0 und Eigenwerten >.i, ... , >.n. Sei 
ETip(>.) = >..Eip(>.), 'P1(>.) = 1. Für zwei Polynome p, q sei das innere Produkt definiert 
durch ' 

~ p(>..k)q(>.k) 
(p, q) = ~ llip(>.k)ll 2 • 

Zeigen Sie: 'Pk(>.) ist ein Polynom vom Grade k - 1 in .X, und es gilt 





Aufgabe 4: (4 Punkte) 
Sei T die Tridiagonalmatrix 

mit ß > 0. 

1 

v" ;1 

\ 

\{ 1 

"fl 

Berechnen Sie die Eigenwerte von T, und zeigen Sie, daß T durch seine beiden kleinsten 
Eigenwerte eindeutig bestimmt ist. 

1 1 

r:> \( :·. 1 J. J, \/ 1

J
1 i (~ V 

1 
~ J. A 





Prof. Dr. F. Natterer ss 1992 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 2 , Abgabe: 18.05.1989 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 

Aufgabe 5: (3 Punkte) 
Sei Lu= PoU(n) + P1U(n-l) + ... + PnU, Pi E cn-j in [a, b] und reell. Sei 

Lu= >.u Ru= 0 

ein selbstadjungiertes Eigenwertproblem. Zeigen Sie: Dann ist n gerade, und L hat die 
Form 

mit 2m = n. 

Aufgabe 6: (3 Punkte) 
Sei Lu= -(q0u')' + q1u mit qi E c1-i in [a,b], und sei 

R _ ( au(a) + ßu'(a) ) 
u - 'Yu(b) + 8u'(b) · 

Zeigen Sie: Das Problem Lu = >.u, Ru = 0 ist genau dann selbstadjungiert, wenn 
qo, qi, a, ß, 'Y, 8 reell und 

a2 +ß2 > 0 

ist. 

Aufgabe 7: (4 Punkte) 
Für q E C0 und reell in [ a, b], a komplex, betrachtet man das Eigenwertproblem 

i u' + qu >.u 
u(a) au(b) 0 

(a) Man zeige, daß das Problem genau dann selbstadjungiert ist, wenn lal = 1. 

(b) Man zeige, daß das Problem für ial = 1 unendlich viele Eigenwerte besitzt. 

(c) Sei J; q(x)dx = 0. Zeigen Sie, daß dann a und b-a durch die Eigenwerte eindeutig 
bestimmt sind. 





Aufgabe 8: (4 Punkte) 
Die Differentialgleichung 

_ II 4v2 
- 1 _ ). 

y + 4x 2 y - Y 

hat die beiden linear unabhängigen Lösungen 

mit den Bessel-Funktionen J 11 , Y11 der 1. bzw. 2. Art. 

(a) Berechnen Sie die ersten 5 Eigenwerte der Differentialgleichung mit den Randbe­
dingungen y( a) = y( b) = 0 für a = 1, b = 4, v = 0. Benutzen Sie entweder einen 
Computer oder die Tabelle 9.7 in Abramowitz-Stegun, Handbook of Mathema­
tical Functions. 

(b) Lösen Sie das gleiche Problem näherungsweise unter Benutzung der asymptoti­
schen Formeln aus Teil II, §2 der Vorlesung und vergleichen Sie die Resultate. 





Prof. Dr. F. N atterer ss 1992 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 2 , Abgabe: 18.05.1989 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 

Aufgabe 5: (3 Punkte) 
Sei Lu= pou(n) + p1u(n-l) + ... + Pnu, Pi E cn-j in [a, bj und reell. Sei 

Lu= .Au Ru= 0 

ein selbstadjungiertes Eigenwertproblem. Zeigen Sie: Dann ist n gerade, und L hat die 
Form 

mit 2m = n. 

Aufgabe 6: (3 Punkte) 
Sei Lu= -(q0u')' + q1u mit qj E c 1-i in [a,b], und sei 

Ru_ ( au(a) + ßu'(a) ) 
- 1u(b) + 5u'(b) · 

Zeigen Sie: Das Problem Lu = .Au, Ru = 0 ist genau dann selbstadjungiert, wenn 
qo, q1 , a, ß, /, 5 reell und 

Ct.2 + ß2 > 0 ,2 + 52 > 0 

ist. 

Aufgabe 7: ( 4 Punkte) 
Für q E C 0 und reell in [a, bj, a komplex, betrachtet man das Eigenwertproblem 

i u' + qu 
u(a) au(b) 

AU 
0 

/ 

_/ 

(a) Man zeige, daß das Problem genau dann selbstadjungiert ist, wenn ial = 1. 

(b) Man zeige, daß das Problem für lai = 1 unendlich viele Eigenwerte besitzt. ( ~~ 6) 

(c) Sei J; q(x)dx = 0. Zeigen Sie, daß dann a und b-a durch die Eigenwerte eindeutig 
bestimmt sind. 





Aufgabe 8: (4 Punkte) 
Die Differentialgleichung 

- II 4V
2 

- 1 _ ). 
y + 4x 2 y - y 

hat die beiden linear unabhängigen Lösungen 

mit den Bessel-Funktionen Jv, Yv der 1. bzw. 2. Art. 

(a) Berechnen Sie die ersten 5 Eigenwerte der Differentialgleichung mit den Randbe­
dingungen y(a) = y(b) = 0 für a = 1, b = 4, v = 0. Benutzen Sie entweder einen 
Computer oder die Tabelle 9.7 in Abramowitz-Stegun, Handbook of Mathema­
tical Functions. 

(b) Lösen Sie das gleiche Problem näherungsweise unter Benutzung der asymptoti­
schen Formeln aus Teil II, §2 der Vorlesung und vergleichen Sie die Resultate. 

Lt-

f 
lf 4u 2 

- /l f q(x) d-x ~ cl X 
;1 

/\ 
4- X 2 

'1 
4 \_) L-_ // r 

.-1 
cLX 

L+ 
X 1c 

"') 

-4-LJ?__+-1 [ .::1 ]~ 
'+ 

4- X 

- 4 \...> l._ +--1 
[ ~ -'1 J 4 

,-1 (~-/]) /l ..-1 /f lf- _3 -4-
~ -- --16 '+ --16 /'/6 -46 
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Prof. Dr. F. Natterer ss 1992 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 3 , Abgabe: 25.05.1989 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 

•• Aufgabe 9: (6 Punkte) 1 

Sei Tu= -u" + qu und T0u = -u" + q0u, und sei K Lösung der gemischten Aufgabe 

Kxx - Kyy + (qo(x) - q(y))K 
Ky-aK 

X 

K = a - ao + ~ J(q - q0 )(t)dt 
0 

0 
0 

a < y < X < b 
a=y<x<b 

, a<x=y<b. 

Zeigen Sie: Für alle <p E C2 [ a, b] mit <p' ( a) - a<p( a) = 0 gilt dann 

ToL<p = LT<p , (Lrp)'(a) - a0(Lrp)(a) = 0. 

Aufgabe 10: (4 Punkte) 
Für f E C[O, oo) sei 

\\IQ\1ff\ 1e \-+ 
<;\c\~9i u. (j~sc~ 1rJ. n\·\ ~ 

Zeigen Sie: 

(a) List in C[O,oo) ein linearer beschränkter Operator mit llLll = 7r/2. 

~~Zeigen Sie, daß L invertierbar ist, und zwar gilt für Lf = g ~' ',' ")' 

\X\ \ /5 y 

\)~)\ (_ j (y) = '3_ _!_ J xg( X) d 
7r dy Jy2 - :z:2 X • 

0 

Hinweis: Für 0 < s < y gilt 

J
Y xdx 

Jy2 _ :z:2J:z:2 _ 8 2 
8 

(c) Zeigen Sie, daß L-1 'in C[O,oo) nicht beschränkt ist. 

7r 
2 

1 \ /{' ;„ 





Prof. Dr. F. Natterer ss 1992 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 4 , Abgabe: 01.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 

Aufgabe 11: (4 Punkte) 
Sei q E C 1 [a, b] und cp die Lösung von 

II \ -cp + qcp = /\cp ' 

Zeigen Sie: Für ,\ ~ oo gilt 

1 , 1 !X 
cp(x, ,\) = .JX sm v'>."(x - a) + 

2
,\ q(y)dy cos v'>:(x - a) + O(,x-3!2

) • 

a 

Aufgabe 12: (4+4+4 Punkte) 
Sei Tn die reelle symmetrische Tridiagonalmatrix 

und ,\~, ... , ,\~ ihre Eigenwerte. 

c'~l\~c,ß, .~ 

.)U..V\i'\~ ,;; .. J 

(a) Zeigen Sie: .A~ S ,\~-l S .A~ S ,\~-l S ,\~ S „. S ,\~_ 1 S ,\~::::i S ,\~. 

Hinweis: Benutzen Sie die Maximum-Minimum-Darstellung 
1 

,\k = Max 
(Tnx, x) 

Min 
x J__ V (x,x) V 

dim(V) = k - 1 x=f:O 

(b) Sei Pn das charakteristische Polynom von Tn, also 

n 

Pn(.A) = Il(,\ - ,\?) · 
i=l 

Zeigen Sie:. Mit P-1 = 0, Po = 1 gilt 

Pn = (,\ - an)Pn-1 - ß~_ 1 Pn-2, n = 1, 2, .... 

( c) Seien für ein n ~ 2 die Eigenwerte von Tn und Tn-l gegeben. 

Zeigen Sie, daß dadurch Tn '.eindeutig bestimmt ist. """'_ b 
LJl.t. \/li' A • '"'-<- ) 





Prof. Dr. F. Natterer 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 5 , Abgabe: 15.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 

Aufgabe 13: (4 Punkte) 
Seif E C1(lli1

) n L1(lli1
), und sei 

(Hf)(x) = ~f f(y) dy 
7r X -y 

die Hilbert-Transformation von f. Hierbei ist 

f f(x)dx = lim j f(x)dx 
c ---+ +o lxl>t: 

der Cauchy'sche Hauptwert. Zeigen Sie: Für e =f:. 0 ist 

Hinweis: 

1
00 

sin( xe) d (t) 
x = trsgn "' , 

X „ ctl 

Aufgabe 14: (2 Punkte) 
Seif E S(mn) und A eine invertierbare reelle (n,n)-Matrix, b E mn. Sei 

g(x) = f(Ax + b). 

Zeigen Sie: 

Aufgabe 15: ( 4 Punkte) 
Sei c.p die Funktion aus der Gelfand-Levitan-Methode für q = O, und sei 

>.k = (k + 1)2 (b: a) 2 

Zeigen Sie: Im Sinne von L2 gilt 

f c.p(x,>.k)c.p(y,>.k) = _1_{ (x-a)(b-y) 
k-o Jb 2 ( , )d b-a (b-x)(y-a) - c.p x, Ak X 

a 

' X~ y 
'x?:_y 

ss 1992 

Hinweis: Zeigen Sie, daß beide Seiten mit der Green'schen Funktion des Randwertpro­
blems 

-uf..' = f, u(a) = u(b) = 0 

übereinstimmen. 





Prof. Dr. F. N atterer ss 1992 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 6 , Abgabe: 22.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 

Aufgabe 16: (3 Punkte) 
Sei R die Radon-Transformation und f E S(mn). Zeigen Sie: Für m = O, 1, ... ist 

+oo J Sm RJ(0, S )ds = Pm(E>) 
-oo 

mit einem Polynom Pm in 8 = (01, ... , E>n)T vom Gradem. 

Aufgabe 17: (5 Punkte) 
Seif E S(mn) und k(x) = 1sn-2 llxl-1 • Zeigen Sie: 

R*Rf = k * f 

Aufgabe 18: (5 Punkte) 
Sei fürµ E m und f E S(m2

) 

(Tµf)( e, s) = J eµx·0l. !(X )dx 
x·0=s 

mit 0 = ( cos cp, sin cp Y, 81. = (- sin cp, cos cp ), und sei 

(T;g )( :c) = j eµx·ei g(0, x · E>)dE> . 
si 

Zeigen Sie: 

Tµf * Tµg 

k * f' k(x) = 2cos~~lzl) 





Prof. Dr. F. Natterer ss 1992 

Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 6 , Abgabe: 22.06.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 

Aufgabe 16: (3 Punkte) 
Sei R die Radon-Transformation und f E S(fil"). Zeigen Sie: Für m = O, 1, ... ist 

+oo 

J Sm R/(0, S )ds = Pm(0) 
-oo 

mit einem Polynom Pm in 0 = (01, ... , 0n)T vom Gradem. 

Aufgabe 17: (5 Punkte) 
Seif E S(fil") und k(:z:) = IS"-2 ll:z:l-1

• Zeigen Sie: 

R*Rf = k * f 

Aufgabe 18: (5 Punkte) 
Sei fürµ E m und f E S(fil2

) 

mit 0 = ( cos <p, sin <p )T, 01- = ( - sin <p, cos <p ), und sei 

Zeigen Sie: 

Tµf * Tµg 

k * f' k(:z:) = 2cos~~l:z:I) 
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Aufgabe 19: (2 Punkte) 
Berechnen Sie für g E 0 1 

Jog = lim Jag 
a---+ 0 

a>O 

und zeigen Sie, daß Satz 4.1 auch für a = 1 gilt. 

Aufgabe 20: (2 Punkte) 

ss 1992 

Seif E S(mn), a = (a1,„.,an) mit <l'.i 2: 0 und ganz, lal = a1 + „.an. Zeigen Sie: 

wobei nlal auf der zweiten Variablen von RJ operiert. 

Aufgabe 21: (6 Punkte) 
Seif E S(m2

) und 

+oo 
f(rB) = L fk(r)eikcp , 

k=-oo 

Zeigen Sie: Dann ist 

(RJ)(B, s) 
k=-oo 

8 

B = ( c~s cp ) • 
Slll <p 

mit dem Tschebyscheff-Polynom Tk 1. Art der Ordnung k. 
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Aufgabe 22: (6+6 Punkte) 
Sei q E C 1(lli3

) und der Träger von q sei in ixl < 1 enthalten. Für izi > 1 sei 

Lösung von 
D..uz + k2(1 - q)uz = -8z 

und Vz erfülle die Ausstrahlungsbedingung. 

( a) Zeigen Sie: Für die Lösung gilt für 1x1 --+ oo 

A(O,w,k) 

lil m,3 
' 

ss 1992 

(b) Lösen Sie das inverse Problem: Gegeben vz(x) für alle z mit lzl > 1, alle x mit 
lxl > 1 und ein k 2 O, gesucht q, in der Born'schen Näherung. 
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Übungen zur Vorlesung INVERSE PROBLEME 

Übungsblatt 9 , Abgabe: 13.07.1992 , 15.00 Uhr, in Kasten 1 ~oo-n 
~ (o._f Vle Kn n ? 

Aufgabe 23: (6+6 Punkte) 
Sein= {x E m,n : lxl < 1}, und sei q E CJ(n) Lösung des inversen Problems 

div ((1 + q)\i'u) = 0 in n ' ~~ = j auf an. 

Für jedes j E C 00(an) ist Aqj = ulan bekannt. 

(a) Zeigen Sie: Für alle j und alle harmonischen v gilt 

(b) Setzen Sie für e E m,n z = t(e + ie1-) mit e1- 1- e und le1-I = lel, 

ie(x) 
ve(x) 

und zeigen Sie, daß 

-iz · v( x )e-iz·x 

e-iz·x 

x E an 
ue(x) = e-iz·x + we(x) 1Il n 




